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案例分析
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这可不是线
性关系啊！

要用直线拟合数据还是别的？



案例分析

13-Sep-26 3

面积

价
格

pr
ic

e(
$)

x

y

看起来不错，
有没有更好的！

是否可能是一个二次函数？



案例分析
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我可以最⼩化你
的残差平⽅和
（MSE)!

可能需要用高阶多项式函数？



案例分析
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我的房⼦
不可能这
么便宜!

MSE虽然最小化了，
但预测效果很差

你相信这种拟合结果吗？



模型永远是对现实的近似
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“Remember that all models are wrong; the practical 
question is how wrong do they have to be to not be useful.”

“要记住，所有的模型都是错的；
真正的问题在于，它们得错到什么程度才会变得毫⽆⽤处。”

— George Box, 1987. 



Recap 概念：假设类
• 模型：我们对世界运行方式的假设
• 假设：𝑥与𝑦之间的预期关系
• 回归模型：

• 𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝜖, 𝔼(𝜖) = 0 
• 𝑦：真实值
• ,𝑦 = 𝑓 𝑥 ：预测值
• 𝜖：误差 𝜖 = y − ,𝑦

• 假设类：所有候选模型的集合（即从输入𝑥到输出𝑦的映射函数𝑓）
• 注意：此时模型尚未涉及任何“线性”假设。
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Recap 概念：假设类

• 学习过程：从假设类𝐻中选择最优假设 ℎ∗，使其在训练数据上的
风险（Risk）最小化

• 三种风险 Risks
• 经验风险（Empirical Risk）

• 模型在当前训练数据集上的平均预测误差（或损失）。

• 期望风险（Expected Risk）
• 模型在所有可能的、未见过的数据样本上的期望预测误差。

• 结构风险（Structural Risk）
• 通过限制模型复杂度来防止过拟合。
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模型分析与提升
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训练误差
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泛化误差
Generalization 

Error

测试误差
Test Error

偏差-方差
Bias-Variance

Decomposition



评估损失：训练误差 --- 数据集

• 假设这些点为全部样本集合
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评估损失：训练误差 --- 训练集

• 假设这些点为全部样本集合

• 训练集：用于让模型学习的已知输入与对应输出的样本集合（蓝点）
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评估损失：训练误差 

• Training_error( /𝐰) = "
#
∑$%"# (𝑦$ − 𝑓&𝐰(𝑥$))(
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ŵ在训练数据上
最⼩化了损失



评估损失：训练误差

• Training_error( /𝐰) = "
#
[

]
$)*+$," − 𝑓&𝐰(𝑠𝑞. ft.)*+$," ) ( + (

)
$)*+$,(

− 𝑓&𝐰(𝑠𝑞. ft.)*+$,( ) ( +	…all	training	houses
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𝑙𝑜𝑠𝑠 𝑦 − 𝑓ŵ 𝐱 !

ŵ在训练数据上
最⼩化了损失



训练误差 vs 模型复杂度
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训练误差 vs 模型复杂度
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训练误差 vs 模型复杂度
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训练误差 vs 模型复杂度
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训练误差 vs 模型复杂度
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训练误差 vs 模型复杂度

• 增加模型复杂度可以降低训练误差
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训练误差 vs 模型复杂度

• 训练误差是衡量预测性能的好指标吗？

• 训练误差往往过于乐观，因为 ŵ 是在训练数据上拟合得到的
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单纯小的训练误差≠ 好的预测性能
（除非训练数据已经涵盖了你
未来可能遇到的所有情况）



模型分析与提升
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泛化误差

• 我们更希望估计在所有可能的 (🏠,$) 样本对上的总体误差而不仅
仅是在训练集上的训练误差
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尽管有大量房屋，
但许多并未被纳入

当前数据集



泛化误差

• 我们更希望估计在所有可能的 (🏠,$) 样本对上的总体误差而不仅
仅是在训练集上的训练误差
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泛化误差
Generalization Error = 𝔼!,# ℒ(𝑦, 𝑓ŵ(𝑥))

ŵ在训练数据上拟合得到的

对所有可能的 (𝑥, 𝑦) 对进行加权平均，
权重取决于每个对出现的概率



泛化误差定义

• Generalization	Error	

																								= ∑∀(4!,5!)∈𝒟 𝐿(𝑦$ , 𝑓&8(𝑥$))𝑝(𝑥, 𝑦)
                  = ∑∀(4!,5!)∈𝒟 𝐿(𝑦$ , 𝑓&8(𝑥$))𝑝(𝑥)𝑝(𝑦|𝑥)

  

                  =∫(9,:)∈𝒟 𝐿(𝑦$ , 𝑓&8(𝑥$))𝑝(𝑥, y) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

   =∫(9,:)∈𝒟 𝐿(𝑦$ , 𝑓&8(𝑥$))𝑝(𝑥)𝑝(𝑦|𝑥) 𝑑𝑥 𝑑𝑦
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𝑥, 𝑦 的可能性由联合分布𝑝(𝑥, 𝑦)
给出 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝 𝑥 𝑝 𝑦 𝑥

Generalization Error = 𝔼",$ 𝐿 𝑦%, 𝑓&' 𝑥%  



泛化误差 vs 模型复杂度
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泛化误差 vs 模型复杂度
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假设已知 𝑝(𝑥, 𝑦) 分布



泛化误差 vs 模型复杂度
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泛化误差 vs 模型复杂度
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泛化误差 vs 模型复杂度
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泛化误差 vs 模型复杂度
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泛化误差 vs 模型复杂度

• 不可行：缺少对整体样本及其分布 𝑝(𝑥,𝑦) 的可访问性
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代替方案：测试集

• 不可行：缺少对整体样本及其分布 𝑝(𝑥,𝑦) 的可访问性

• 代替方法：通过未包含在训练集中的数据近似估计泛化误差
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• 将现有数据分为训练集（蓝）

与测试集（灰）

• 测试集就成为了“你可能看到

的一切”的代理

• 永远不要在测试集上训练！



模型分析与提升
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测试误差定义

• 测试误差 = 测试集上的平均损失

• Test Error = "
|𝒟!"#$|

∑∀(4%,5%)∈𝒟&'() 𝐿(𝑦$ , 𝑓&8(𝑥$))

12-Sep-26 34

ŵ在训练数据上拟合得到的

Generalization	Error	=	∫(9,:)∈𝒟 𝐿(𝑦$ , 𝑓&𝐰(𝑥$))𝑝(𝑥, y) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

approximate



训练 -> 测试

• 将数据分割，保留“测试”数据
• 实际中，训练集/测试集的比例：70%/30%，80%/20%

• 仅用训练集训练数据（估计参数）

• 通过计算测试数据上的测试损失测试“性能”
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训练/泛化/测试误差 vs. 模型复杂度
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训练/泛化/测试误差 vs. 模型复杂度
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训练/泛化/测试误差 vs. 模型复杂度
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训练/泛化/测试误差 vs. 模型复杂度



过拟合（Overfitting）
• 使用 /𝝎
• 如果存在一个模型，其估计的参数 𝝎′ 满足：

• Training Error(,𝝎) < Training Error(𝝎′)；

• Generalization Error(,𝝎) > Generalization Error(𝝎′)
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训练误差和乐观度
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模型分析与提升
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误差的来源

• 预测建模过程中，误差通常来自三个方面
• Noise，不可避免的数据噪声

• Bias，模型本身的系统性偏差

• Variance，模型在不同数据采样下的方差波动
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数据固有存在噪声

• 噪声是不可避免的，即便模型能够完全拟合真实函数 𝑓，由于观
测数据中固有的不确定性，预测结果仍会有误差
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偏差贡献

• Bias (偏差) 反映了模型预测的系统性误差，即模型表达能力不足
导致的与真实函数 𝑓(𝑥)的偏离

• 如果我们用一个常数函数来拟合复杂的数据关系
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偏差贡献

• 若考虑所有可能的大小为𝑁的训练数据集，期望的模型应该是 𝑓B𝒘
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偏差贡献
• 偏差：Bias(𝑥) 	= 	𝑓8)*+'(𝑥) − 𝑓B𝐰(𝑥)

• 需要检验我们的方法是否具有足够的表达能力来逼近真实函数𝑓(𝑥)。
• 若模型灵活性不足，预测中将不可避免地产生系统性误差。
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方差贡献

• 方差衡量：在不同的训练集采样下，模型的预测𝑓(𝑥)与其期望预
测 𝔼[𝑓(𝑥)]之间的波动程度。
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方差贡献

• 方差衡量：在不同的训练集采样下，模型的预测𝑓(𝑥)与其期望预
测 𝔼[𝑓(𝑥)]之间的波动程度。
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Low complexity à low variance



方差贡献

• 设想使用高阶多项式来进行拟合
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方差贡献

• 在不同训练集上得到的具体拟合曲线差异很大→ 方差很高→
泛化性能差
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方差贡献
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高复杂度模型的偏差
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偏差和方差

• 泛化误差
• 形式化：𝔼 (𝑦 − 0𝑓(𝒙))!

                            = 𝔼 0𝑓 𝒙 − 𝑓 𝑥
!
+ 𝔼 0𝑓 𝒙 − 𝔼 0𝑓 𝒙

!
+ 𝜎!

																																							= 	𝑉𝑎𝑟(𝒙) + 𝑏𝑖𝑎𝑠!(𝒙) + 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒(𝒙)

l 偏差 (bias)：模型依靠自身能力进行预测的平均准确程度（准）
l 方差 (variance)：模型在不同训练集上表现出来的差异程度（确）
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方差偏差的平方不可约误差
真实值与模型预测
值期望之间的方差

模型预测值与预测
值期望之间的方差

真实值与观测值
之间的方差

观测值 预测值

真实值观测值 误差

𝑌 = 𝑓 𝑋 + 𝜖



偏差-方差权衡
• 偏差-方差均衡
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Under-fitting Over-fitting



偏差-方差权衡
• 偏差-方差均衡

• 示例
• Voting Intentions: 

• Sample # = 50 from the phone book 

• Republican: 13/ 13 + 16 = 44.8%？
• They actually lose by 10 points
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偏差-方差权衡
• 偏差与方差的管理

• 以方差为代价尽可能减少偏差
• 机理：即使方差较大，至少在平均情况下预测是好的

• 原因：实际中往往只有一次数据集的采样结果；更重要的是在确定的数据上的性能

• 结论：偏差、方差同样重要，不能偏废

• Bagging和重采样以减少方差
• Bootstrap Averaging，Random Forests
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任何模型的最佳平衡点是：
当偏差的增加等于方差的减少时，
模型的复杂度就会达到平衡。



示例
• 动画展示的示例

• https://mlu-explain.github.io/bias-variance/
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为什么有三种来源
• Average squared error at x)

= 𝜎( + 𝑏𝑖𝑎𝑠 𝑓&𝐰(𝐱) ( + 𝑣𝑎𝑟 𝑓&𝐰(𝐱)
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为什么有三种来源
• 期望预测误差

= 𝔼)*+$, generalization	error	of	/𝑤)*+$,
= 𝔼)*+$, 𝔼4,5 𝐿 𝑦	, 𝑓&8)*,%- 𝑥

• 特定 𝑥：𝐿 𝑦	, 𝑓&8)*,%- 𝑥 = 𝑦 − 𝑓&8)*,%- 𝑥
(

• 期望预测误差： 𝔼)*+$, 𝐸5|4 𝑦 − 𝑓&8)*,%- 𝑥
(
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为什么有三种来源

12-Sep-26 61



12-Sep-26 62

为什么有三种来源



为什么有三种来源
• Expected prediction error at 𝐱

𝔼)*+%, 𝐸-|/ 𝑦 − 𝑓&'!"%&' 𝑥
!

= 𝜎! +MSE 𝑓&𝐰(𝐱)
= 𝜎! + 𝑏𝑖𝑎𝑠 𝑓&𝐰(𝐱) ! + 𝑣𝑎𝑟 𝑓&𝐰(𝐱)

12-Sep-26 63

3 sources of error



误差 vs (训练）数据量的关系

• 固定的模型复杂度
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误差 vs (训练）数据量的关系
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• 固定的模型复杂度



误差 vs (训练）数据量的关系
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有限数据情况
偏差+噪声
(no variance)

• 固定的模型复杂度



误差 vs (训练）数据量的关系
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有限数据情况
偏差+噪声
(no variance)

• 固定的模型复杂度



误差 vs 训练数据量的关系

• 如果我们增加模型复杂度会发生什么？
• 噪声？

• 方差？

• 偏差？
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高方差和高偏差检测
• Regime 1

• High Variance
• Symptoms

• Training error ≪ Test error
• Training error < 𝜖
• Test error > 𝜖

• Remedies
• Add more training data
• Reduce model complexity

• Complex models are prone to high variance 

• Bagging  
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高方差和高偏差检测
• Regime 2

• High Bias
• Symptoms

• Training error > 𝜖

• Remedies
• Add features
• Use more complex model

• kernelize, use non-linear models

• Boosting
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神经网络中的偏差-方差

• U-型测试误差曲线与矛盾观察
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偏差-方差的普遍直觉 神经网络中 偏差-方差的矛盾观察

Brady Neal, On the Bias-Variance Tradeoff: Textbooks Need an Update, A Modern Perspective, ArXiv, 2019



神经网络中的偏差-方差

• 简单和复杂假设下的偏差和方差

18-Sep-26 72
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随着网络宽度的增加
偏差和方差都会减小

简单和复杂假设下的偏差和方差

随着假设类大小的增加，
偏差在减少

单一假设 复杂假设



现代的偏差-方差均衡

• 双下降曲线猜想：The Double Descent Curve
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Questions
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