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人工智能与机器学习基础

HW1：线性模型、正则化与性能评估

中国科学技术大学

2026 年秋季学期

截止时间：2026 年 10 月 19 日 06:00（北京时间）

个人完成，预计 4–6 小时，满分 100 分。共五道大题、17 个小问。各大题独立，符号、模型与假
设均以本题为准。第一题用文字作答；第二至第五题按要求给出计算或推导。题目明确给出的公

式可直接使用，无需另证。

允许使用 AI 辅助，但须在文末说明使用方式，并给出至少一项独立核验记录；最终答案应能由
本人独立解释。

说明与提交要求

提交一个 PDF 文件，命名为学号-姓名-HW1.pdf。按题号顺序作答，保留必要的推导、计算和文

字说明；AI 使用或自检记录附在末尾。通过 Blackboard 平台（bb.ustc.edu.cn）提交，截止时间为
2026 年 10 月 19 日 06:00（北京时间），提交入口以课程通知为准。

如有疑问，请通过课程仓库 Issues 提问，注明 HW1 和题号，不公开个人信息或完整答案。

1 学习任务与评估方案 [12 分]

某工厂希望在设备启动前，根据启动前的传感器读数预测本次运行的总耗电量，并将系统用于此前

未采集过数据的新设备。现有数据来自同一型号的 60 台设备，每台设备有多次运行记录，记录含设
备编号、启动前传感器读数和实际总耗电量。本题只需简要文字说明。

（1）（4 分）判断该任务属于哪类机器学习任务，并写出模型的输入和输出。
（2）（4 分）某同学将全部运行记录随机划分为训练集和测试集。针对“用于新设备”的目标，指出
这一划分方式的主要问题，并给出修正办法。

（3）（4 分）判断“加入正则化一定能改善未来新设备上的预测效果”是否成立，并简要说明理由。
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2 不带截距的 Ridge 回归 [24 分]

n, d 为正整数，X 为特征矩阵，y 为响应向量，w 为系数，维度及预测模型为

X ∈ Rn×d, y ∈ Rn, w ∈ Rd, ŷ = Xw.

上标 ⊤ 表示转置，Id 为单位矩阵，1n 为长度为 n 的全 1 向量。对实向量 v，记

∥v∥22 = v⊤v.

对固定的正则化参数 λ > 0，目标函数为

Jλ(w) =
1

2n
∥y −Xw∥22 +

λ

2
∥w∥22.

可直接使用：矩阵 X⊤X + nλId 可逆，目标函数的最小化解唯一。

（1）（6 分）通过令梯度为零，推导最小化解 ŵλ 的显式表达式。保留梯度和线性方程两个中间步骤

即可。

（2）（6 分）使用固定步长 η > 0 的梯度迭代。记迭代次数为 t、系数误差为 et，已知

wt+1 = wt − η∇Jλ(wt), t = 0, 1, 2, . . . ,

et = wt − ŵλ, et+1 = (Id − ηH)et,

H =
1

n
X⊤X + λId = Q diag(µ1, . . . , µd)Q

⊤,

Q⊤Q = Id, µj > 0 (j = 1, . . . , d).

其中 Q 为正交矩阵，µj 为特征值。从已给误差递推式出发，求使所有初值的误差都趋于零的步长范

围。无需重新推导误差递推式。

（3）（6 分）令 c ∈ R，保持特征矩阵不变，将响应改为

y′ = y + c1n.

记新系数解为 ŵ′
λ，推导系数变化量

ŵ′
λ − ŵλ.

（4）（6 分）设 j 为某一列的编号、a ̸= 0 为实数。将第 j 列乘以 a，同时将对应系数除以 a，其余列

与系数不变。记变换后的矩阵和系数为 X ′, w′，即

X ′
j = aXj , w′

j =
wj

a
.

用代数计算验证训练预测不变，并写出第 j 项正则化惩罚在变换前后的表达式。这里 Xj 表示第 j

列，w 是任意给定系数。
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3 误差指标与误差估计 [20 分]

m 为评估样本数，yi 和 ŷi 为第 i 个样本的真实值和预测值。定义

ei = ŷi − yi, ȳ =
1

m

m∑
i=1

yi.

本题使用以下指标，其中决定系数的分母假定非零：

MSE =
1

m

m∑
i=1

e2i , MAE =
1

m

m∑
i=1

|ei|,

R2 = 1−
∑m

i=1 e
2
i∑m

i=1(yi − ȳ)2
.

（1）（8 分）计算下列一个模型的三项指标：

m = 4, y = (1, 2, 3, 4)⊤, ŷ = (1, 2, 3, 8)⊤.

（2）（6 分）两个互不重叠的评估子集分别有 m1,m2 个样本，一个模型在这两个子集上的均方误差

分别为 M1,M2，数值为

m1 = 90, m2 = 10, M1 = 1, M2 = 9.

从两个子集的残差平方和出发，计算合并全部样本后的均方误差。

（3）（6 分）设 K 为正整数，R̂j 为第 j 个候选模型的随机误差估计，E 表示期望。假设

E[|R̂j |] < ∞, Rj = E[R̂j ], j = 1, . . . ,K.

证明不等式：

E
[

min
1≤j≤K

R̂j

]
≤ min

1≤j≤K
Rj .
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4 Ridge 与 Lasso 的解 [24 分]

n, d 为正整数，X 为特征矩阵，y 为响应向量，w 为系数。维度及模型为

X ∈ Rn×d, y ∈ Rn, w ∈ Rd, ŷ = Xw.

Xj 表示第 j 列，Id 为单位矩阵，上标 ⊤ 表示转置。对实向量 v，记

∥v∥22 =
∑
j

v2j , ∥v∥1 =
∑
j

|vj |.

固定参数 λ > 0，定义

JR(w) =
1

2n
∥y −Xw∥22 +

λ

2
∥w∥22,

JL(w) =
1

2n
∥y −Xw∥22 + λ∥w∥1.

（1）（8 分）假设列向量满足以下条件，并定义向量 z：

1

n
X⊤X = Id, z =

1

n
X⊤y.

推导 Lasso 最小化解的各分量。需分正、负、零三种情况，在零点使用左右导数，写出包含边界的分
段式。

（2）（4 分）在相同的列向量条件下，利用以下已给公式计算指定参数对应的 Ridge 系数向量，可以
使用公式：

ŵR =
z

1 + λ
,

d = 3, z = (2,−0.6, 0.1)⊤, λ = 0.5.

（3）（8 分）本小问改设两列完全相同，向量 x 和标量 c 满足

d = 2, X1 = X2 = x ∈ Rn,

1

n
∥x∥22 = 1, c =

1

n
x⊤y > λ > 0.

求 Lasso 的全部最小化解并给出推导。可令系数和 s = w1 + w2，利用

|w1|+ |w2| ≥ |s|

及等号条件，将问题化为关于系数和的一元问题。

（4）（4 分）固定其他系数后，第 j 个系数的一元目标如下。其中 aj > 0、ρj 为给定实数，u 表示待

更新的系数：

qj(u) =
aj
2
u2 − ρju+ λ|u|, u ∈ R.

写出使该目标最小的系数更新值。可直接利用第（1）小问的分段求导结果，无需重新展开原目标或
重复完整证明。
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5 一维 Ridge 的误差 [20 分]

n 为正整数，输入 x1, . . . , xn 为固定实数，β ∈ R 为固定真实系数。响应模型为

s =
1

n

n∑
i=1

x2i > 0, yi = βxi + εi (i = 1, . . . , n).

训练噪声相互独立。E 和 Var 分别表示期望与方差，并假设

E[εi] = 0, Var(εi) = σ2 > 0.

对参数 λ ≥ 0，Ridge 系数估计量及其偏差、方差和均方误差记为

β̂λ =
sβ + n−1

∑n
i=1 xiεi

s+ λ
,

Bλ = E[β̂λ]− β, Vλ = Var(β̂λ),

Mλ = E[(β̂λ − β)2].

以上估计量表达式可直接使用。

（1）（8 分）推导偏差 Bλ 和方差 Vλ。

（2）（6 分）已知下列均方误差公式：

Mλ =
λ2β2 + sσ2/n

(s+ λ)2
.

取下列参数，通过求导求使均方误差最小的 λ ≥ 0：

s = 1, n = 20, σ2 = 4, β = 1.

只需求最优参数，不要求其他参数取值的误差表或零真实系数情形。

（3）（6 分）固定新输入 x0 ∈ R，新响应为

Y0 = βx0 + ε0.

其中 ε0 独立于全部训练噪声，均值为 0、方差为 σ2。只用 Mλ、x0 和 σ2 表示下列预测误差期望，

并给出推导：

E[(Y0 − x0β̂λ)
2].

期望同时对训练噪声和新样本噪声计算，无需代入数值。
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